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アブストラクト RLS（Recursive Least Squares）型の

適応アルゴリズムは，未知系の変化への追従のために過去

の推定値に重みを与える忘却係数が使用されている．忘

却係数は大きい値を取るほど，残留誤差は少なくなるが，

追従特性が悪化する．一般に，適応アルゴリズムには少

ない残留誤差と高速な追従の両方が求められる．本稿で

は，トレードオフの関係である残留誤差と追従特性の改

善について検討する．提案法では忘却係数を大きい値で

固定したまま，スパース性に基づき未知系の変動を推定

し，フィルタ係数を初期化させることで，RLS 型適応ア

ルゴリズムの追従特性が改善可能であることを示す．

1 はじめに

本稿では，スパース性に基づく RLS型適応フィルタの

追従特性改善法を提案する．

適応フィルタに求められる特性として，高速な収束特

性，系の変化に対する追従特性，外乱などに対するロバ

スト性，少ない演算量などがあげられる．適応フィルタに

よるシステム同定は，入力信号が伝送経路を通った結果，

受信側では遅延波などが足し合わされて受信され，その

中から入力信号のみを取り出すため，どのような経路を

辿ってきたかを推定するための手法である．その方法は，

遅延など未知システムを通った信号と所望信号との誤差

を最小化するようにフィルタの係数更新を行うもので，適

応アルゴリズムと呼ばれている．

適応アルゴリズムは最小平均自乗（Least Mean

Square:LMS）アルゴリズムと再帰型最小自乗（Recursive

Least Square:RLS）アルゴリズムの 2種類に大きく分け

られる．LMSアルゴリズムは，収束速度は遅いが演算量

が少なく，最も広く用いられているアルゴリズムである．

LMSアルゴリズムの応用に，入力信号を正規化した正規

化 LMS（Normalized LMS:NLMS）アルゴリズムがある

[1]．一方，RLSアルゴリズムは演算量は多いが収束速度は

速いアルゴリズムである [2]．また，RLSアルゴリズムの

演算量を削減した ERLS-DCD（Exponentially weighted

RLS - Dichotomous Coordinate Descent）アルゴリズム

が提案されている [3]．これらの RLS型アルゴリズムは，

伝搬路追従のために過去の信号に重み付けを行う忘却係

数を用いている．

忘却係数は過去のデータを忘却することで，追従特性を

調整するためのパラメータである．忘却係数 λは 0<λ≤1

の値をとり，1に近いほど残留誤差が小さくなるが追従特

性は悪化するという問題がある．λの値は 1に設定する

ことで理論的には最小自乗解が得られるが，未知系の変

化に追従できなるなるため，多くの場合 1より小さい正

の実数値に設定される．λの値を小さくとることで追従特

性は改善するが，残留誤差が増加する [4]．

追従特性改善のために可変忘却係数を用いた，VFF-

RLS（Variable Forgetting Factor - RLS）アルゴリズム

[5]，GVFF-RLS（Gradient-based VFF-RLS）アルゴリ

ズム [6]，SVFF-ERLS（Sparsity-based VFF-RLS）アル

ゴリズム [7]などの手法が提案されている．これらの可変

忘却係数アルゴリズムは，それぞれ追従特性の改善を実

現しているが，忘却係数を可変にするための演算量増加

などの問題がある．

本稿では，忘却係数を固定したままで RLS型適応アル

ゴリズムの追従特性を改善するための手法を提案する．忘

却係数を大きい値で固定したまま，スパース性に基づき

未知系の変動を推定し，フィルタ係数を初期化させるこ

とで，RLS 型適応アルゴリズムの追従特性を改善させる

ことが可能であることを示す．また，計算機シミュレー

ションにより提案法の有効性を示す．

2 準備

ここでは，準備として．適応アルゴリズムおよびシス

テムのスパース性について簡単に説明する．
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2.1 適応フィルタ

適応フィルタは，未知システムの入力信号や誤差信号

からそのシステムの伝達関数を自律的に学習するフィル

タである．図 1に適応フィルタの構成を示す．

図 1: 適応フィルタの構成

ここで x(n)は入力信号，d(n)は所望信号，v(n)は付加

雑音，w(n)はフィルタ係数を表す．

時刻 nにおけるフィルタ入力ベクトルX(n)を

X(n) = [x (n), x (n − 1), . . . , x (n −M + 1)] (1)

で表し，フィルタ係数ベクトルW(n)を

W(n) = [w0 (n),w1 (n), . . . ,wM (n)]T (2)

とする．ここで，T は転置を表す．入力信号 x(n)に対す

るフィルタの出力信号は

y(n) = W(n)TX(n) (3)

となる．誤差信号 e(n)は所望信号 d(n)と出力信号 y(n)

の差

e(n) = d(n)− y(n) (4)

と定義され，e(n)が小さくなるようにフィルタ係数 w(n)

が更新される．フィルタ係数の更新を行うためのアルゴ

リズムを，適応アルゴリズムと呼ぶ．

2.2 RLSアルゴリズム

最も基本的で，かつ広く用いられている適応アルゴリ

ズムに，LMSアルゴリズムがある．LMSは平均自乗誤差

E[e(n)2]を最小にするアルゴリズムである．係数更新は

フィルタ係数ベクトルの初期値を

W(0) = [0, 0, . . . , 0]
T

(5)

として行う．LMSアルゴリズムを応用したものに，入力

信号を正規化した，NLMS（Normalized LMS）アルゴリ

ズム [1]がある．

一方，最小自乗法に基づく適応アルゴリズムとしてRLS

アルゴリズムが知られている．RLSアルゴリズムは時刻

nまでの信号系列に基づく重みつき自乗誤差和

φ(n) =
n∑

i=1

λn−ie(i)2 (6)

を最小化するアルゴリズムである．ここで，過去のデー

タを忘却するための係数である λ は忘却係数と呼ばれ，

0<λ≤1の実数値をとる．誤差は

η(n) = d(n)−X(n)TW(n − 1) (7)

で与えられる．

RLSアルゴリズムでは，フィルタ係数ベクトル，X(n)

の自己相関行列の逆行列 P(n)の初期値を

W(0) = [0, 0, . . . , 0]T (8)

P(0) =
1

δ
I (9)

とする．ここで，δは 0<δ≪1の実数，IはM×M の単位

行列を表す．また，M は適応フィルタのタップ数である．

係数更新式は

W(n) = W(n − 1) +K(n)η(n) (10)

K(n) =
P(n − 1)X(n)

λ+XT(n)P(n − 1)X(n)
(11)

P(n) = λ−1[P(n − 1)−K(n)XT(n)P(n − 1)] (12)

として表される．ここで，K(n)はゲインベクトルと呼ば

れる．RLSアルゴリズムは，フィルタ長をM としたとき，

一回の更新に O(M 2 )の演算量が必要である．RLSアル

ゴリズムは，必要となる演算量が多いため，演算量の低

減方法が提案されている [3], [8]．

2.3 ERLS-DCDアルゴリズム

ERLS-DCDアルゴリズムは RLSアルゴリズムよりも

少ない演算量で，LMS，NLMSアルゴリズムよりも優れ

た収束特性を有するアルゴリズムである [3]．RLSアルゴ

リズムでは，フィルタの更新に正規方程式

R(n)h(n) = β(n) (13)

を解く必要がある．ここで，Rは入力信号の自己相関行

列，βは相互相関ベクトルを表す．ERLS-DCDアルゴリ

ズムは式 (18)を直接計算するのではなく，hの近似解 ĥ，

差分∆ĥ(n) = ĥ(n)− ĥ(n − 1)を用いた以下の近似式，
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R(n)∆h(n) = β0 (n)　 (14)

β0 (n) = λr(n − 1) + e(n)x(n) (15)

r(n − 1) = β0(n − 1)−R(n − 1)∆ĥ(n − 1) (16)

R(n) = λR(n − 1) + x(n)xT(n) (17)

∆ĥ(n) = ĥ(n)− ĥ(n − 1) (18)

によりフィルタ係数を更新する．ここで，λは忘却係数，

e(n)はフィルタの出力と所望信号との誤差，r(n)は時刻

n − 1における正規方程式の剰余ベクトルを表す．また，

対称行列となるRは，その対称性を利用することで更新

する際の演算量を低減している．式 (19)の近似方程式の

解法には DCD アルゴリズムを用いることができる [3]．

DCDアルゴリズムは，毎時刻の更新回数Nuを設定する

ことが可能であり，更新回数を増やすと収束速度は速くな

るが，演算量が増大する．また，DCDアルゴリズムは乗

算がないため，ERLS-DCDアルゴリズムは，O(M )の演

算量での更新が可能である．表 1に各アルゴリズムの演算

量を示す．Muは DCDアルゴリズムの更新回数を表す．

表 1: 演算量比較

乗算 加算 除算

NLMS 2M + 3 2M + 3 1

RLS M2 + 5M + 1 M2 + 3M 1

ERLS-DCD 3M 2MMu + 6M -

2.4 従来の可変忘却係数アルゴリズム

追従特性改善のために忘却係数を可変にした，可変忘

却係数アルゴリズムが提案されている．

VFF-RLSアルゴリズム [5]は，誤差信号および雑音信

号の分散を利用して忘却係数の値を変動させる．GVFF-

RLS アルゴリズム [6] は，平均自乗誤差（Mean Square

Error）解析を応用した勾配型の可変忘却係数アルゴリズ

ムである．また，SVFF-RLSアルゴリズム [7]は，スパー

ス性（Sparsity）に基づく可変忘却係数アルゴリズムで，

非定常環境での追従特性を改善したアルゴリズムである．

可変忘却係数を用いたこれらのアルゴリズムにおいて，

フィルタ係数の更新は RLSアルゴリズムと同様の手順で

行われる．また，ERLSアルゴリズムに対してもそれぞ

れ同様に応用できる．これらの従来法は，それぞれ追従

特性の改善を実現しているが，忘却係数を可変にするた

めの演算量増加が問題となる．

2.5 スパース性

提案法では，システム変動の指標として，スパース性

を用いる [9]．システムのスパース性とは対象とするシス

テムのスパースの度合いを数値化したものと見なすこと

ができる．システム hのスパース性を評価する指標 ξ(h)

として

ξ(h) =
L

L−
√
L

(
1− ||h||1√

L||h||2

)
(19)

が提案されている [9]．ここで，Lはシステムのインパル

ス応答の長さである．||h||1 は

∥h||1 =
L−1∑
n=0

|hn| (20)

で計算される L1 ノルムを，||h||2 は

∥h||2 =

√√√√L−1∑
n=0

h2
n (21)

で計算される L2ノルムを表す．ξ(h)の値は，ディラック

のデルタ関数のような完全にスパースなシステムでは 1

となり，スパース性が低下するごとに 0へと近づく．図 2

にスパースな系の例を示す．図 2の系に対するスパース

性 ξ(h)は，0.9153である．
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図 2: スパースなシステム

3 提案法

ここでは，提案法である RLS型適応アルゴリズムの学

習特性改善手法について説明する．提案法は RLSおよび

ERLS-DCDアルゴリズムに適用することを想定する．

3.1 RLSアルゴリズムにおける提案法

図 3に RLSアルゴリズムの忘却係数の値と収束特性，

追従特性の関係の一例を示す．図 3は，未知系のインパ
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ルス応答の長さ 100，適応フィルタのタップ数 100，係数

更新 4000回目の時点で未知系が変化した場合を想定し，

忘却係数が λRLS = 0.9999の場合と λRLS = 0.9990の場

合を比較したシミュレーション結果である．
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図 3: 忘却係数と収束特性，追従特性の関係（RLS）

RLSアルゴリズムに用いられる忘却係数は，値が大き

ければ定常環境での残留誤差などの収束特性が向上する

が，未知系が変化した場合の追従特性は劣化する．そこ

で本稿では，固定忘却係数により RLSアルゴリズムの追

従特性改善法を提案する．

未知系がスパースな系であれば，推定が進むと適応フィ

ルタの係数もスパースとなり，ξ(w)，ξ(ĥ)の値は増加す

る．一方，未知系が変化すると推定誤差が増加し，ξ(w)，

ξ(ĥ)の値は減少する [7]．このスパース性の減少をとらえ，

X(n) = 0 (22)

W(n) = 0 (23)

d(n) = 0 (24)

P(n) =
1

δ
I (25)

と RLSアルゴリズムの各パラメータを初期化することに

よって，システム変化後も初期収束と同等の速度での追

従が可能となる．提案法における RLSアルゴリズムを使

用した際のスパース性の変化を図 4に示す．

3.2 ERLS-DCDアルゴリズムにおける提案法

図 5に RLSアルゴリズムの忘却係数の値と収束特性，

追従特性の関係の一例を示す．図 5は，未知系のインパル

ス応答の長さ 100，フィルタタップ数 100，係数更新 4000

回目の時点で未知系が変化した場合を想定し，忘却係数

が λRLS = 0.9999の場合と λRLS = 0.9990の場合を比較

したシミュレーション結果である．
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図 4: スパース性の変化（RLS）
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図 5: 忘却係数と収束特性，追従特性の関係（ERLS）

ERLSアルゴリズムに用いられる忘却係数も RLSアル

ゴリズムと同様に，値が大きければ定常環境での残留誤差

などの収束特性が向上するが，非定常環境での追従特性

は劣化する．そこで本稿では，固定忘却係数によりERLS

アルゴリズムの追従特性改善法を提案する．スパース性

の変化を検出した後，ERLSアルゴリズムの各パラメー

タを，

X(n) = 0 (26)

W(n) = 0 (27)

d(n) = 0 (28)

R(n) =
1

δ
I (29)

β0 (n) = 0 (30)

∆ĥ(n) = 0 (31)

- 650 -



と初期化することによって，システム変化後も初期収束と

同等の速度での追従が可能となる．提案法におけるERLS

アルゴリズムを使用した際のスパース性の変化を図 6に

示す．
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図 6: スパース性の変化（ERLS）

4 シミュレーション

提案法の有効性を評価するため，システム同定のシミュ

レーションを行った．

4.1 シミュレーション条件

入力信号には図 7で表されるサンプリング周波数 8kHz

の音声信号，付加雑音に SNR = 40[db]で白色ガウス雑

音を用い，未知システム，適応フィルタのタップ数は共に

100とした．また，提案法の忘却係数は RLS，ERLSそ

れぞれ，λRLS = 0.9999，λERLS = 0.9990とした．評価

は平均自乗誤差（MSE）により行う．

0 2000 4000 6000 8000 10000
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Time[sec]

A
m

pl
itu

de

図 7: 入力に用いる音声信号

4.2 RLSアルゴリズムとの収束特性比較

まず，RLS アルゴリズムにおいて忘却係数 λRLS =

0.9999，λRLS = 0.9990 の時の追従特性と RLS アルゴ

リズムにおける提案法との追従特性を比較する．図 8に

シミュレーション結果を示す．

提案法ではシステム変化後の追従速度が初期収束と同

等に改善していることがわかる．
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図 8: シミュレーション結果（RLS）

4.3 ERLSアルゴリズムとの収束特性比較

次に，ERLSアルゴリズムにおいて忘却係数 λERLS =

0.9999，λERLS = 0.9990の時の追従特性とERLSアルゴ

リズムにおける提案法との追従特性を比較する．図 9に

シミュレーション結果を示す．

提案法ではシステム変化後の追従速度が初期収束と同

等に改善していることがわかる．
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図 9: シミュレーション結果（ERLS）
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4.4 従来の可変忘却係数の手法との収束特性比較

最後に，NLMSアルゴリズム，VFF-ERLSアルゴリズ

ム，GVFF-ERLSアルゴリズム，SVFF-ERLSアルゴリ

ズムとの収束特性を比較する．図 10にシミュレーション

結果を示す．また，図 11にスパース性の変化を示す．提

案法は従来法に比べ，システム変化後の追従速度が最も

速いことがわかる．
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図 10: 従来法との比較
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図 11: スパース性の変化の比較

5 おわりに

本稿では，忘却係数を大きい値で固定したまま，スパー

ス性に基づき未知系の変動を推定し，フィルタ係数を初

期化させることで，RLS 型適応アルゴリズムの追従特性

が改善することを提案した．また，計算機シミュレーショ

ンによりその有効性を確認した．
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